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n°8 - Intégration : Interprétation géométrique et formule de
la moyenne

(Corrigé)

Notes de Cours I

I Aire algébrique et moyenne

I.LA Aire algébrique

b
Sia < b, 'intégrale f(z) dx représente 'aire algébrique comprise 1’axe des abscisse et le graphe

de f, délimitée par les abscisses a et b : on compte positivement les aires des parties ou f est positive
ou nulle, et négativement les aires ou f est négative.

N
g

Par ailleurs, on pose par convention
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I.B Valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle

Interprétation géométrique
Si f : [a,b] — R est une fonction continue, on peut intérpréter la quantité m = ;= fab f(z) dx comme
la valeur moyenne de la fonction f sur l'intervalle [a, b]. En particulier, on a

/md:p— (b—a) /f

IS

w

/D

FIGURE 1 — L’aire sous la courbe entre 2 et 7 est égale entre a ’aire du rectangle rouge.

Sommes de Riemmann

Si f : [a,b] = R est une fonction continue, la valeur moyenne de f calculée en n points répartis
régulierement dans l'intervalle [a, b] tend vers la quantité ;- fab f(z)dx.

ot (=)t Sttt i®) _, L [ oy,

n
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En particulier pour a =0et b =1, 0on a

IURESLDES CORSIEY QY gy s

n n—-+00

Théoreme et inégalité de la moyenne

Théoréme 1.1 (Théoreme de la moyenne). Soit a < b et f : [a,b] — R une fonction continue.
Alors il existe ¢ €]a, b| tel que

b
fo)= 5= [ sla)as

Théoréme 1.2 (Inégalité de la moyenne). Soit a < b et f : [a,b] — R une fonction continue. On
suppose que [ est bornée entre m et M : pour tout x € [a, b]

m< f(z) <M
Alors on a l'inégalité

b
m(b— a) §/ flx)de < M(b—a)

L’inégalité de la moyenne nous dit que l'aire sous la courbe de f est comprise entre les aires
des rectangles de hauteur m et M. Elle entraine également qu’une fonction comprise entre m et M
possede une valeur moyenne comprise entre m et M.

M

II Exercices

II.A Calculs d’aires

1. (sr1195) Valeur absolue
On considere la fonction f(x) = |z|.
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(a) Tracer le graphe de f.

(b) Par un calcul d’aire, déterminer la valeur de

5
/ || dx
-3

Solution :

y = |z|

o

-4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7

-1

(b) En additionnant les aires des triangles, on trouve

5 2 2
3 5
dr = —+ — =17
/3|x|x 2+2

2. (SF 1198) Demi-cercle

On considere la fonction f(x) = /1 — 22.
(a) Justifier que le graphe de f est un demi-cercle donc on précisera le centre et le rayon.

(b) En déduire la valeur de l'intégrale

1
I:/ vV1—22dx
1

Solution :

(a) Le graphe de f est un demi-cercle de centre (0,0) est de rayon 1. En effet, le cercle de
centre (0,0) et de rayon 1 a pour équation cartésienne

PHyi=1ley=1-2"y==+V1—22
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La branche y = +/1 — 22 correspond au graphe de f, et la branche y = —v/1 — 22
est son symétrique par rapport a l’axe des abscisses. Chacune est donc un demi-cercle.

(b) En conclusion 'aire a calculer est celle d’'un demi-disque de rayon 1 :

1
/ \/1—x2d:z::g
-1

II.B Théoreme et inégalité de la moyenne

3. Inégalité de la moyenne
On considere la fonction f : |0, +oo[ — R définie par

In(z)

T

I_/f

(a) Etudier les variations de f sur |0, +oo[ (on dressera la tableau de variation avec les limites
aux bornes).

fz) =

et on pose

(b) En déduire un encadrement de f sur I'intervalle [2, 3].

On donne les valeurs numériques approchées : lné2) ~ (0.34657, % = 0.36787 et lnéS) ~
0.36620

(c) En utilisant I'inégalité de la moyenne, donner un encadrement de 1.

Solution : La fonction f est dérivable sur |0, +oo] et

1 —In(x)
22

f'(x) =
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Donc f’(z) est du signe de 1 — In(x), c’est-a-dire positif pour = < e et négatif ou nul sinon.
On a le tableau de variation (la limite en 0" est une forme déterminée, et la limite en 400 se
trouve par croissance comparée) :

f() e

(a) D’apres les valeurs numériques, on a f(2) < f(3), donc pour tout x € [2, 3],

1

FO) < f) < -

(b) La fonction f est continue sur [2,3], donc d’apres l'inégalité de la question précédente,
I'inégalité de la moyenne nous donne

0,34 < f(2) <1<

1
- <0,37
e

En conclusion, I'intégrale I vaut environ 0,3 & 107! pres.

4. Limite d’une suite
Déterminer la limite de la suite

définie pour n > 1.
Indication : On pourra utiliser [inégalité de la moyenne

Solution : La fonction x +— sin(z?) est continue sur [0, 1] et vérifie
—1 <sin(2?) < 1

donc d’apres I'inégalité de la moyenne, on 'encadrement

1 1
n n

ce qui implique d’apres le théoreme des gendarmes que lim,,>q u, = 0
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5. Limite d’une suite
Déterminer la limite de la suite "
" 1
Uy, = / dx
n In(z)
définie pour n > 2.
Solution : Comme le logarithme est croissant, son inverse est décroissante, et pour tout
r € [n,n+ 1], on a
1 < 1 < 1
In(n)) = In(x) = In(n+1)
d’ou on tire I’encadrement ] ]
< <
m(n)) = "= In(n+1)
et par gendarmes, la limite
lim v, =0
n—-+00
6. Formule de la moyenne et TAF

Dans cet exerice on se propose de démontrer le théoreme de la moyenne. On se donne donc
une fonction f : [a,b] — R continue. On définit la fonction F : [a,b] — R par

Fla) = / oy

(a) Justifier que F' est continue et dérivable. Que vaut F'(x)?

(b) En applicant le théoréme des accroissement finis a F'; montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que

fo)= 5= [ ria)ds

Solution :

(a) Comme f est continue, alors F' est continument dérivable, donc également continue, et sa
dérivée est f.

(b) Comme F' est dérivable sur [a,b], d’apres le théoréme des accroissement finis, il existe

¢ €la, b tel que F(b) — Fla)

b—a
or comme F' est une primitive de f, alors F'(c¢) = f(c) et F(b) — F(a) = ff f(z)dx.
L’égalité ci-dessus se réécrit donc

F'(c) =

flo)= 5= | fla)ds

ce qui conclut.
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II.C Sommes de Riemann

7. [Math 101 exercice 121 Adre sous la parabole

1
En utilisant les sommes de Riemmann, calculer I'intégrale / 2 dz.
0

nn+1)2n+1)

On rappelle que Z k2 = 5 .
k=1

Solution : On considere la fonction f : [0,1] — R définie par f(z) = z?. La somme de
Riemmann associée a f est

%gﬂk/n):% y (S)

On obtient donc

1
1

/ 22 dr = =
0 3

On peut par ailleurs retrouver ce résultat via le théoreme fondamental de ’analyse puisque
1
L 2 I N |
Jo #*dw = [%]0—5

8. [Math 101 - exercice 121 En utilisant des sommes de Riemmann associées a des fonctions que 1'on
déterminera, calculer les limites des suites suivantes :

(a)

1
S":Zna—l—kﬁ

k=1
avec a > 0 et § > 0 deux réels.

(b)

CVI+V24 .+

B ny/n

I

Solution :
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(a) On a

Par ailleurs, on a

Donc en conclusion

/1 1 /a“? 1dt
dx - —
0 a+ﬁx t= B «@ t B

t)]a+5

«

—
fu—
=

S

=)
Q
+
=
N————

«
(b) On a
VI+V2+...+yn
I, =
ny/n
V24 4/ n/n
B n
! 2 31" 2
o \/Eda::{—xg] ==
n—oo 3 0 3
9. (sFea [\mhm x 12

men 2018 | Déterminer les limites des suites suivantes :

= (110+4)
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Solution : Pour transformer les produits en sommes, passons au logarithme.

(a)
1O k
In(u,) = - ;ln (1 + ﬁ)
1
— / In(1+z)dx
n—-+00 0

Par ailleurs, on calcule I'intégrale par intégration par parties :

A

! L
/ In(1+z)dx = / 1 In(142)dz
0 0 ——

1

:4@+¢ﬂmx+mﬁ—zgiiim
=21In(2) — [z}
—2ln(2) — 1

donc

. _ 4
lim w, = ?M@~1 = =
n——+oo é

Il ne s’agit pas d’'une somme de Riemmann, mais on peut encadrer les termes de la somme,
en effet

k 1
1§1+—2§1+—
n n

Donc par croissance du logarithme on a
k 1
0§1n(1+—2) §ln(1—|——)
n n

1 ¢ 1 1
< < = E Z) = - =
0 <lIn(v,) < 02 In (1 + n) In <1 + n> e In(1) =0

En conclusion on a

et donc

lim v, =¢"=1
n—+4o0o
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