L1-S2 MP / MI L1-S2

n°6 - Nombres complexes

(Corrigé)

Rappels de Cours I

I Le corps des complexes

Formes algébrique (cartesienne) : Tout complexe z € C peut s’écrire de maniere unique z =
a+1b avec a,b € R. On note

Re(z) =a Im(z) =10

Unicité de I’écriture : L’unicité de ’écriture permet d’identifier deux écritures sous forme algé-
briques d’'un méme nombre complexe pour obtenir 2 égalités de nombres réels. C’est-a-dire que si
a,a’;b,b € R on a :

_ /
a+ib=d+il = { -
b = b
Opérations sur les complexes (en forme algébrique) Les opérations sur les nombres complexes
se font selon les regles usuelles de I'algebre (développements, fractions, etc) en prenant en compte

que i2 = —1. Soient 2, = o1 + iy, 22 = Ty + 192 € C deux nombres complexes, avec zy # 0.
21+ 20 = (1 4+ x2) + 0 (Y1 + o) 21— 20 = (11— 22) + 0 (11 — y2)
. 21 21 Ty — 1Y  TiT2+YiYe . T2y — T1¥e
z21 X 29 = (X122 — Y1Y2) + 1 (T2Y1 + T1Y2 — = — — =
1= ) ( ) Zy 2o T — 1Y 3+ Y3 T3+ 3
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Plan complexe A tout nombre complexe 2z =

x + 1y € C on associe le point du plan de coordon-

nées (z,y). Et réciproquement, & tout point du plan de

coordonnées (z,y) € R?* on associe le nombre complexe

z = x + 1y € C. On dit que le point a pour affixe =4

zZ. j

Conjugué, module : Si z =z + iy € C, on définit
Z=x—1

Interprétation géométrique du module : Pour zy, 2, € C, la quantit

2| = V2 xZ =22+ y?

é |21 — 29| représente la

distance dans le plan complexe entre les points d’affixes z; et z,. En particulier, |z| est la distance

du point d’affixe z a l'origine.
Propriétés de la conjugaison : Pour tout 21,25 € C, 29 # 0

21+ 2=21+2 21 X 29 =721 X

— (21) 1
21_22:2:1_22 R — = —
Z2 %)
Propriétés du module : Pour tout 2,20 € C, 25 # 0
21 |21|
’Zl><22‘:’21’>< ’22’ — | = —
Z9 ’22|

et I'inégalité triangulaire :
|21 + 22| < |21 + |22

Exponentielle complexe : Pour tout 0 € R,
e'? = cos(0) + i sin(6)
en particulier on a

T — 1 eim/2 — oim/4 — 141 61-71_/3: 1—|—Z\/§
2

>

6227r -1
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Propriétés de ’exponentielle : Pour tous 61,0, € Ret n € Z, on a

0,

. ) ) et o o n )

et 61 % ¢! 0> U (61+62) : el (01—062) (67, 91> et nb1
et (25}

e = — = ¢t |ei91| =1

et
e =¢% — JheZ 0, —0,=2knr < 60, =0, mod 2r

Forme exponentielle : Tout nombre complexe z € C* non nul peut s’écrire sous la forme z = re?
avec r > 0 et # € R. Le réel strictement positif r est appelé le module de z. Le réel 0 est appelé
argument de z. Il est unique a 27 pres, ¢’est-a-dire qu’il y a un unique choix possible dans [0, 27|
(parfois appelé mesure principale de 'argument), et que tous les autres choix sont décalés de celui-ci

d'un multiple de 27. Pour r,7" € R% et 6,6’ € R, a donc

i0 1 _if’

re- =re’ —» r=r
o 0 = 0 mod 2w

Interpretation géométrique de ’argument : L’argument de z est I'angle orienté formé entre le
vecteur d’affixe z et I'axe réel. Plus généralement, si les points A, B, C' ont pour affixes respectives

ZB—ZA 9 . 7
ZA, 2B, Zc, alors le complexe -2—4 a pour argument I’angle orienté BAC.

Si x > 0, alors le complexe = + 7y a pour argument arctan <§>

Polynéme dans C : Soit P(z) = a,2" +a, 12" ' ... a17 + ag a coefficients dans C, alors 1’équation
P(z) = 0 admet des solutions dans C et on peut factoriser P sous la forme

P(z) =ay(z — 21)(x — 29) ... (x — z)

ou les z; sont les solutions (pas forcément toutes distinctes) de 1’équation.
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II Exercices

II.A Forme algébrique

1. (sr 77 75) (Aspect fondamental) Mettre chacun des nombres complexes suivants sous la forme algébrique (c’est-
a-dire a + ib avec a,b € R) :
5
z1 = (14 2i) — 2(3 — 49) 29 = (24 3i)(3 — 4i) =g
—4i
1+4)° 9 9 245i 2—5i
Z4 (\/§> <5 (+Z) +( Z) 26 1—Z+1+Z
Solution :
3 4
2’1:754*102 22:18+Z 2’3:73751
24 =1 5 = 6 26 = -3
2. (sr 77, 78) (Aspect fondamental) Mettre chacun des nombres complexes suivants sous la forme algébrique (c’est-
a-dire a + b avec a,b € R) :
2 1 1+ 3¢
z2 = — 29 = z3 = :
T3 2T 1+ 203 —9) ST 3
1+2i\° 14iv3) 2
= (212 S L w=(Vervativa vz
141 2
Solution :
1 VB 11 _ 4.3
1T 2710 10 =757
.3 )
24:2+z§ z5 =1 26:2\/§+22\/§

(sr 77, 78) Soit z € C.
(a) Montrer que z est réel si et seulement si z = z.
(b) Montrer que z est imaginaire pur si et seulement si 7 = —z.

Solution :
(a) On écrit z = = + dy. On a alors

|
I
w

N
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(b) De méme, en écrivant z = z +dy. On a

Z=—2 < zx+iy=-—-x+1iy

— z=0
— =z€iR
4. (sr 77, 78) A quelle condition sur z = x + 3y € C le nombre 22 + z + 1 est-il réel ? A quoi correspond géométri-

quement Iensemble des points d’affixe z tel que z? + z + 1 est réel ?
Indication : On pourra soit utiliser le critére démontré dans Uexercice précédent, soit mettre 2> + z + 1 sous
forme algébrique.

Solution : En egalisant au conjugé : D’apres l’exercice précédent, on sait qu'un nombre est réel si et
seulement si il est égal & son conjugé. Supposons que 22 + z + 1 soit réel, on a donc

24z41 = 224241
= Z+z+1

Donc
22722 4+2-2=0

on factorise par z — Z, ce qui donne

(z=Z)(z+z+1)=0
comme le produit est nul, 'un des facteurs est nul (par intégrité), donc z = z (c’est-a-dire z € R) ou 2+ z =
—1 <= Re(z) = —3.
En mettant sous forme algébrique : On calcule 22 +2+1 = (22 —y?+1) +i (2zy +y). Donc 22 +2+1 € R
si et seulement si 0 = 22y +y = (22 + 1)y. Ce qui se produit si 22 +1=0<z = —% (ce qui décrit une droite
verticale) ou y = 0 (ce qui décrit une droite horizontale).

II.B Forme exponentielle

5. (sr 79) (Aspect fondamental) Calculer le module des nombres suivants :
3—4i 241 :
21 =3—4i 2o = i z3 =
' ? ST 24
3—4i 2
Z4 = - 25 = (241)° 6= ——
1T 9 5= ( ) =113
Solution :
1 V5
21| = 22| = V5 |23|=ﬁ=?
joal = e = V5 |25 = 125 26| =1
Z. = —_—— A = 2 =
4 NG 5 6
6. (sr79) (Aspect fondamental) Mettre sous forme algébrique les nombres suivants :
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(a) le nombre complexe de module 6 et d’argument %
(b) le nombre complexe de module % et d’argument 7
(c¢) le nombre complexe de module 3 et d’argument 5.
(d) le nombre complexe de module 7 et d’argument 7
(e) le nombre complexe de module cos(2) et d’argument 1
Solution :
(a) 6e™/3 =34 3V/3i
(b) e/t =1+i
(c) 3e7%™ = -3
(d) mei™/? =in
(e) cos(2)e! = cos(2) cos(1) + i cos(2) sin(1)
7. (sr79) (Aspect fondamental) Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle (c’est-a-dire sous
la forme pe®® avec p > 0 et 6 € R).
3—3i
7 =3-3i z0=1-1iV3 3= ———
1 2 ST 0/3
6 —iv2
24:¥ 2= —5 26 = (1— i)l
Solution :
21 = 3V/2e /4 29 = 2e7i7/3 25 = 3{6171'/12
24 = \/ieiﬂ/ﬁ 25 = 5ei7r 26 = 25061'71'
8. (s¥ 31, 32 33 79) Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle (c’est-a-dire sous la forme pe®
avec p > 0 et 6 € R)
_62271'
u=1+1 v=3i+V3 w=—mE -
1414
Solution :
in in 2 23in
u=+2eT v=2V3e% w = 3e 76230
II.C Le plan complexe
9. (sr 1180) (Aspect fondamental)

(a) Placer les points A, B, C' d’affixes respectives 1 — 2i, 4 + 2i et 5 — 5¢ dans le plan.
(b) Calculer les 3 longueurs AB, BC et CA. En déduire que le triangle ABC' est isocele en A.

Solution :
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AB = |(1—2i) — (4+2i)| = 5,

(a)

B
2 @
1
3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 11 12 13
-1
A
2 @
-3
-4
C

5 @

(b)

BC = |(4+42i) — (5—5i)] = V50 = 5v2, AC = |(1—2i)—(5—5i)| =5,

10. (sr 1189) Soit My le point d’affixe z = 5 4 2.

(a) Placer My dans le plan complexe.

(b) Placer sur le dessin, puis déterminer les affixes des points suivants :
i.

ii.

iii.

iv.

v.

vi.

vii.

My
M,
M3
My
Ms
Mg
Mz

: le symétrique de My par rapport a 0

: 'image de My par la rotation de centre 0 et d’angle 5.
: le symétrique de My par rapport a ’axe des abscisses

: le symétrique de My par rapport a I’axe des ordonnées
: le symétrique M, par rapport a I’axe des orddonnées

: le point d’affixe iz

: le point d’affixe —iz

(¢) L’octogone formé par ces 8 points est-il régulier ?

Solution :
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6
M M
°° 5 °°
4
3
M M
o 2 o?
1
7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1
M M
o’ 2 °?
-3
-4
M M
°o° 5 o’
6
-7
L’octogone n’est pas régulier, on vérifie par exemple que 4 = MoMy # MyMs = 3v/2.
11. (s¥ 1189, 77, 78, 79) Décrire géométriquement et dessiner dans le plan les ensembles suivants

E,={z€C,|z—3+4i| =5} Ey,={z€C,z+z=06} Es={zeC,lz—-1] =]z —1i|}

Solution :

(a)

Ona Fy ={z€C,|z—3+4i| =5} ={z€C,|z— (3—4i)| =5}. Le point z est dans '’ensemble F; si et
seulement si sa distance au point 3 — 44 est 5. En d’autres termes, I’ensemble est le cercle de centre 3 — 44
et de rayon 5.
Alternativement, on pourrait également retrouver ce résultat en écrivant z = x + iy avec x,y € R, et en
écrivant ’équation sur x et y qu’on obtient. En effet, on a |z — 3 + 4i| = 5 & |z — 3 + 4i|? = 52, ce qui
donne

(2 =3)"+ (y+4)* =5
Ce qui est I’équation cartésienne d’un cercle de centre (3, —4) et de rayon 5.
OnaFy,={2€C,2+z2=6} = {z € C,Re(z) =3} = {z = x+1iy € C,x = 3}, donc I'ensemble correspond
a la droite verticale d’abscisse 3.
Dire que |z — 1| = |z — | signifie que z est équidistant des points 1 et i. L’ensemble F3 des points qui
vérifient cette propriété est la médiatrice du segment formé par ces deux point 1 et i.

La encore, on peut retrouver ce résultat a travers I’équation cartésienne. On écrit z = x 41y avec x,y € R.
Comme |z —1|=|z—i| & 0=|z—-1>—|z—i|]*>,on a

0=@—-1)2+y*-2>—(y—1)>=22-2y

Donc on trouve ’équation cartésienne de la droite y = =x.
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12.

(s 1189, 79) Triangle équilatéraux
On se donne trois points distincts A, B, C' dans le plan, d’affixes respectives z4, zp et z¢.

(a) Montrer que le triangle ABC est isocele en A si et seulement si

2B — %A
ZC — ZA

=1

(b) Montrer que le triangle ABC est équilatéral si et seulement si

ZB — ZA ; 1 .
— eim’/3 = 4
2C T ZA

SE

(¢) En déduire que les points d’affixes z4 = 2 — 14, zp = 6 — 7i et zc = (4 + 3v/3) + i(2v/3 — 4) forment un

triangle équilatéral.

Solution :

(a) On a les équivalences :

Le triangle ABC est isocele en A <= AB = AC
< ‘ZB—ZA|:|Zc—ZA
=AB =AC
|25 — 24| _
lzc — 24l
= |ZBTE
2C — ZA
(b) Si ABC est équilatéral, alors AB = AC donc
ZB — %A -1
Zo — RA

par ailleurs, ’angle BAC vaut +% donc un argument de jg :;': est £5. Et donc on a

ZB T RA _ e:tiw/l%
ZC — ZA

réciproquement si 2224 = eF7/3 alors AB = |zp — 24| = |2¢ — 24| = AC et angle BAC vaut +3.

z
Donc le triangle ABCC est équilatéral.

(¢) On calcule

_ 1 )
oz 1 V3 g
ZCo — ZA 2 2

ce qui entraine que le triangle formé par ces 3 points est équilatéral.
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13. (sr 77, 75, 79) Caractérisations des complexes de module 1
Soit z = x + iy € C un nombre complexe non nul. Montrer ’équivalence des propositions suivantes :

(a) 22 +9y2 =1

(b) |z[ =1
(c) il ex1ste 6 € R tel que z = e
(d) z

Solution : Pour montrer I"équivalence, il suffit de montrer successivement les implications (a) = (b) = (¢) =

) = (a).
a) = (b) : Si 2?2 +y?=1,alors |z| = \/m: 1.

(d
(
(
(
(

) :
b) = (c) : Si |z| = 1, alors en écrivant z sous forme géométrique, on obtient z = e* avec 6 € R.
¢) = (d) : Supposons z = €. On alors z = cos(f) — isin() = e~**. Et par ailleurs, £ = ¢7". Donc z = 1.
d) = (a) : Supposons z = 1. Alors 2% 4+ y* = 2z = 1.

14. Montrer que pour tout z # 1 de module 1, la quantité u = zf}

Solution : On propose plusieurs preuves.
— Sion écrit z =x + iy, on a

T z+1
o oz—1
ozt 14ty
oz —1+dy
_ (x+14y)(z—1—1iy)
(z = 1)2 +y?
(x+1)(x—1)+y* +i(y(x — 1) —y(z + 1))

(x —1)2+ 92
=1

—_——
(2 + 5% —1) + 2iy

(x —1)2+ 92
2y
_ C iR
NCESEERTI
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— Pour montrer que u est imaginaire pur, on peut montrer u = —u.

T—

— Comme |z| = 1, on peut écrire z = € avec 0 € R.

z+1
z—1
e +1
ei0/2 (¢10/2 4 ¢=i0/2)
€i0/2 (¢19/2 — c=i9/2)
2cos(0/2)
2isin(6/2)
.cos(6/2)
~'sin(0/2)

€ iR

— Une interprétation géométrique : Si A, B et M désignent les point d’affixe —1, 1 et z respectivement,

alors la quantité zi a pour argument I'angle (algébrique) formé par les vecteurs AM et BM. On rappelle

également une propriété du cercle : ’ensemble des points M tels que le produit scalaire m B—]\>4 est nul
est le cercle de diametre [AB] (on peut par exemple le vérifier en écrivant ’équation cartésienne obtenue
en écrivant que le produit scalaire est nul, et reconnaitre I’équation du cercle).

Si |z| = 1, alors M est sur le cercle de diametre [AB]. D’apres la propriété du cercle, on a donc que les

—
vecteurs AM et BM forment un angle droit, donc la quantité zi est imaginaire pure.

En fait, vu que ’ensemble des points M tels que le produit scalaire AM.BM est nul est exactement le

cercle de diametre [AB], la quantité ;J_r} est imaginaire pure exactement quand |z| = 1 et jamais ailleurs.

II.D Trigonométrie

15. (sr 77, 78, 79, 52) (Aspect fondamental)
(a) Soit z € C. Montrer que

z2+Zz z—Z
Re(z) = 5 Im(z) = %
(b) Soit 6 € R. Montrer que
_ 0 ,—if _ 0 _ ,—if
cos(f) = Re(e'?) = ¢ +26 sin(f) = Im(e®) %
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Dans lexercice qui suit, on se propose de redémontrer quelques formule de trigonométrie en utilisant unique-
ment les propriétes données dans les rappels plus haut. C’est autant un prétexte a manipuler ces propriété
qu’un moyen de les retrouver en cas de trou de mémoire !

16. (sr 77, 82, 83, 1256, 1257) Démontrer les formules de trigonométrie avec les complexes :
Soit # € R un réel. On note z = €' € C.

(a) Exprimer Z sous forme exponentielle et algébrique. En déduire les formules
cos(—6) = cos(6) sin(—6) = —sin(0)
(b) Exprimer —z sous forme exponentielle et algébrique. En déduire les formules
cos(f + m) = — cos(0) sin(f + 7) = —sin(6)
(¢) Exprimer iz sous forme exponentielle et algébrique. En déduire les formules
cos (9 + g) = —sin(6) sin (9 + g) = cos(6)
(d) Adapter la méthode pour montrer les formules
cos(m — 0) = —cos(h) sin(m — 0) = sin()

“ cos (g - 9) = sin(0) sin (g - 9) = cos(0)

Solution : Soit # € R un réel et z = e*.
(a) On a o
Z=e = e % = cos(—0) + isin(—0)
et

Z=cosf+isinf = cosf —isinf
Donc en identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient
cos(—6) = cos(6) sin(—6) = —sin(0)
(b) On a ' _
—z=—€" = 0T = cos( + 7) + isin(f + )

et
—z = —(cosfO +isinf) = —cosf —isinf

Donc en identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient
cos(f + m) = — cos(0) sin(f 4+ m) = — sin(h)

(¢) On a

iz =ie? = ei(“%) = cos (0 + g) + 7sin (0 + g)

et
iz = i(cos +isinf) = —sin @ + icosd

Donc en identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient

cos (9 + g) = —sin(6) sin (0 + g) = cos(0)
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(d) De méme, en considérant —%, on a —z = ¢("=% = cos(m—0)+isin(r—0) d’une part, et —% = — cos f+i sin 6
d’autre part. On en déduit les formules

cos(m — 0) = — cos(0) sin(m — 0) = sin(0)

. ’ — — i E ) —
Enfin en considérant iz, on a iz = ¢i(3)=0

d’autre part. On a déduit les formules

= cos (g — 0) + isin (g — 9) d’une part, et iz = sinf + i cos 6

cos (g - 9) = sin(6) sin (% - 9) = cos(0)

17. (s 82,85, 1256, 1257) En exprimant le produit e x e?* sous forme algébrique et exponentielle, retrouver les formules

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b), sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

Solution : On a % x e = /(@) = cos(a + b) + isin(a + b). Et par ailleurs
' x e = (cos(a) 4 isin(a))(cos(b) +isin(b)) = (cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)) + i (sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b))

ce qui donne les formules en identifiants parties réelles et imaginaires.

La technique qui suit, appelée technique du demi-angle, est astucieuse mais un grand classique. Elle sert a
mettre sous forme exponentielle la somme de deux nombre complexes de module 1.

18. (sr 77, 78, 79, 52, 213) La technique du demi-angle :

(a) i. Soit x un réel, montrer que 1 + e** = 2cos(x)e’*. Indication : On pourra factoriser par e.

ii. En utilisant la question précédente et le dessin ci-dessous, retrouver le résultat de géométrie que ’angle
au centre est le double de ’angle inscrit.

iii. Mettre sous forme exponentielle les nombres 1 + €/™/6 et 1 + e~*7/6,

(b) Soient 6,60y € R. Quel est le module et 'argument de e?t + 2 ?
.0 D
Indication : On pourra factoriser par e’ 52 et discuter selon le signe de cos (@).

Solution :
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(a) i. Ona ' 4 o .
14 e = (e 4+ e7)e'™ = 2 cos(x)e™™

ii. En utilisant la question précédente avec x = 75, on trouve

1+ ¢™/6 = cos(m/12) ™/ 12
Ce qui est directement 1’écriture exponentielle car cos(w/12) > 0. En conjuguant, on trouve

1+4+e /6 = cos(m/12) e~im/12
0
>

(b)
On a

. . 0140 01 —0o 050y
61914-6162:62 > (61 5 _|_e’L 5 )

<9192) ;01162
= 2cos — e 2

On distingue deux cas selon le signe du cosinus.

— Si cos (@) > 0, alors
. . 0. — 0 .
el 4 etf2 = [2 cos ( ! 5 2)] i

>0
On conclut donc que
‘ewl + em‘ = 2cos (01 g 92)
et
arg (ew1 + eieQ) = 4 ;02 mod 27

— Si cos (@) > 0, alors

e 4 etf2 = — {2 cos (01 202” ei@ = [2 cos <01 292)} ei(wJﬂf)

>0

0y | ifa| _ b1 — 02
|61+e 2|7 QCOS( > >

On conclut donc que

et
. . 0, +6
arg (' +¢%?) = % +7 mod 27

L’exercice suivant est une belle application de la formule exprimant la somme des termes d’une suite géomé-
trique.

19. (s¥ 52, 83, 1256, 1257) Somme géométrique
Pour 0 € R et n € N, on définit les sommes

n

En(0) =) ", Cu(0) = I;Jcos(kﬂ), S, (0) = ;sin(ke)

k=0
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(a) Que vaut E,(0) si # =0 mod 277
(b) Si 6 ¢ 27Z, montrer que

in41)6 _ 1 sin (W)
B0 = gy T\ 2 )
e =0

i(n+1)0/2 9/2 on bas.

Indication : Pour la deuxieme expression, factoriser e en haut, et e

(¢) En déduire une expression des sommes Cy, () et Sy, (0).

Solution :

(a) Si =0 mod 27, alors pour tout k € N, e?*? = 1 est donc

1+...+1=n+1
————

n
En(0) =) 1=
k=0 n+1 fois
(b) Notons w = €. Comme e*? = (ew)]C = w* pour k € Z (en vertu des propriétés de I’exponentielle), on
voit que E,,(0) est la somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique de raison w. Or w # 1 car
0 ¢ 27Z, donc on a :

n X W'rLJrl -1 ei(n+1)9 -1
E,(0) = g w" = = 5
= w—1 e —1
En mettant en facteur e/ T19/2 en haut, et €?/2 en bas, on obtient :
. (n+1)0 . (n+1)6 . (n+1)0
e~z ez —e 'z
E.(0) = — — —
e'z e'z —e 'z
I (n+1)6
nt1-1)0 21 sin (72
= 2 P ha—
24 sin (5)
sin (LLEUO)
il
= e . ——5
Sin (5)

Comme €% = cos(kf) + isin(kf) pour tout k € Z, il vient en sommant que

E, (9) = Cn(a) + ZSn(a)
~—— ~——

€R €R

ou en d’autres termes, C,(6) et S, (0) sont respectivement la partie réelle et imaginaire de E,,(6).
Si# =0 mod 2w, comme E,(0) =n+ 1, on déduit C, () =n+1 et S,,(0) = 0. Sinon, d’apres la formule
de la question précédente, on a

o (((nk1)0
an ((252)

sin (g)

o ()

:n6

E.(0) = €

2

no

2

oo (((nt1)0
an ((252)

)

))

sin (g

cR

no

2

2
cos (

)

0

2)

sin (

. n+1)6
Sin (%)

+ 4 Sin(

nb

2

)

. n+1)60
S (%)

sin (g

)

€R

€R
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En identifiant parties réelles et imaginaires, on tire les formules

; (n+1)0 . (n+1)0
no sin (72 ) ) no Sin (72 )
Cn(G) = COS <2> W’ Sn(e) = Sin (2) W

Remarque I1.1. La fonction E, est a quelque chose prés ce qu’on appelle le noyau de Dirichlet d’ordre n,
et intervient de maniére centrale dans la théorie des Séries de Fourier. En utilisant que lim,_g w =1,
on peut vérifier que limg_,o E,,(0) = n + 1, donc la fonction se prolonge par continuité aux points 0 (tous les

points 2kn avec k € Z).

20. (sr s2. 83, 1256, 1257) | Sommes de sinusoides de méme fréquence Soient a,b € R des réels. Montrer qu’il
existe 6,5 € [0, 27| tel que pour tout € R on ait

acos(z) + bsin(z) = Va2 + b2 cos(x + 04)

Indication : On pourra considérer (a — ib)e'® et l'exprimer sous forme algébrique et géométrique.

Solution : On note (a —ib) sous forme géométrique a —ib = pe’a> avec p > 0 et 0, € [0, 27[. On a d’ailleurs
p = +Va?+ b2. On peut écrire alors

(a — ib)e'™ = pe@F0a) = peos(z + 04) + isin(z + Oap)
On a par ailleurs
(a —ib)e™ = (a — ib)(cosx + isinx) = (acosz + bsinz) + i(asinz — bcos )
Donc en identifiant les parties réelles, on trouve
acosz +bsinz = pcos(z + 0,p) = \/mcos(:c +6ap)

En bonus, si on identifie les parties imaginaires, on obtient une seconde identité (qui n’était pas demandée)

asinz —bcosz = pcos(z + 04p) = Va2 +bZsin(x + 0,p)

Remarque I1.2. La moralité de cette exercice, est qu’une somme de signaux sinusoidauzr de méme fréquence
est encore sinusoidal (et de cette fréquence). Si les fréquence sont différentes on peut obtenir des signauz plus
compliqués (voire arbitrairement compliqués si on s’autorise o faire des sommes infinies, ce qui est notamment
Uobjet de la théorie des séries de Fourier).

21. (sr 82, 83, 1256, 1257) Soit * € R un réel. En exprimant le cube de e*® sous forme algébrique et exponentielle,
montrer que
cos(3x) = cos®(z) — 3sin’(x) cos(x) = 4 cos®(z) — 3cos(x)

et
sin(3z) = 3 cos?(z) sin(x) — sin®(z) cos(x) = 3sin(z) — 4sin®(2)

Solution : En utilisant les propriétés de I'’expontielle, on a d’une part

(eix)g = €"% = cos(3z) + isin(3x)

1. Exercice 7 - Math101
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et d’autre part, en élevant au carré la forme algébrique, on trouve

)
3 2(

(e"ac)3 = (cos(z) +isin(z))?
= cos®(z) + 3i cos?(2) sin(x) — 3 cos(z) sin’(x) — sin®(z)
= (cos®(z) — 3cos(z)sin®*(x)) +14 (3 cos®(z) sin(x) — sin’(z))
En identifiant parties réelles et imaginaires dans les deux écritures, on trouve bien
cos(3x) = cos®(z) — 3sin?(x) cos(x), sin(3x) = 3 cos?(z) sin(z) — sin®(x) cos(z)

Et pour les expressions restantes, on utilise cos?(z) + sin®(x) = 1.

22.

II.LE Equations polynomiales dans C
(s¥ 1256) Racines carrées complexes : Caluler les racines carrées des nombres complexes suivants
z1 =T+ 244, z9 = —15 — 8i, z3 =5 — 124, z4 =1,

Indication : Si z = x + iy est un racine carrée de a +ib, calculer 2> et identifier. On pourra aussi se servir de
la relation |z|? = |a + ib|.

Solution : 14i
i
+(4 + 37), +(1 — 49), +(3 — 2i), +
( ) ( ) ( ) 7
23. (sr 1256) Equations quadratiques dans C : Résoudre dans C les équations suivantes

P24z41=0 22=74+24 22— (5+6i)z4+1-13i=0

Indication : Calculer les racines complexes du discriminant A comme dans l'exercice précédent. Puis utiliser
la “formule du delta” qui exprime les racines d’un polynéme en fonction de ses coefficients.

Solution :

2 27 2 2

{_1+N§_1_¢\/§} (4+3i,—4—3]}  {-1—14,6+7i)

24.

(sr 1256) Racines cubique de 1’unité

(a) Montrer que 23 —1 = (2 — 1)(2%2 + 2 + 1) pour tout z € C.

(b) En déduire les solutions dans C de I'équation z*> = 1 (on donnera les solutions sous forme algébrique et
exponentielle).

Solution :
(a) On développe le membre de droite. On peut d’ailleurs signaler qu'il s’agit du cas n = 3 de ’égalité plus
générale 2" — 1= (z —1)(1+ 2+ 22+ ... + 2" 1) qui se démontre de la méme maniere.
(b) On a
3 _ 2 _ _ 2 _
Z=1=(z-1)("+2+1)=0<=z=1ouz"+2+1=0

Les solutions de ’équation quadratique 22 + z + 1 = 0 sont Z1iV3 . o#2in/3 Op trouve donc trois

2
solution & ’équation 2> = 1 qui sont

“1+iV3 ~1-iV3 .
;Z\[ _ e27//1'/5 ou z = QZ\f _ 672271'/3

z=1ouz=
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