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1 Résolutions de systemes linéaires

On considere les systémes linéaires suivants

z + y + z = 6 a + 3 + ¢ =0
(B1) 32 — y + 22 = 7T (E2) 3a — 2b + 2¢c = -1
2c — 3y + 4z = 8 2a — 3b 4+ 4c = 2
5 S p + 3¢ + r =0
r + 2y + 2z =
(Es) (Es)S 3p — 2¢ + 2r = -1
—2r — 4y — =z —4
-p — 8 = 1
u + 2v — 3w = —4 a + 38 + ~v =0
(B5)§ —2u + 5v + 4w 20 (Bs) 3a — 28 + 2y = -1
—u — 4dv + 17w = 58 20 — 136 + 2y = 2
r + vy + z - t = 2
3r — y 4+ 2z 4+ 2t = 15
(E7)
4x Jy + 4z — 3t -2
2 — 3y + =z + t = 3

1. Résoudre ces systemes (si la solution n’est pas unique, on donnera une description paramétrique de

Pensemble des solutions).

2. Donner ’écriture de ces systemes sous forme matricielle.
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2 Inversion de matrices par résolution d’un systeme linéaire

Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles, et le cas échéant, calculer I'inverse.

-5 6 0
-5 6 3 4 1 0 -1
-1 1 2 3 01 1
0 0 1
0 0 01
1 2 -3
1+3: 1+2 3 4 0 -1 0 O
—14+2i 1-3¢ -4 3 2 0 00
0 0 1
0 0 3 0
1 2 4
1+25 141
J = K = 2 5 10
1+7 2+44
-1 1 3
3 (x) Une matrice a parametre
Soit A€ Ret
1 -1 0
MXN=]10 1 X
-A 0 1

1. Pour quelles valeurs du parametre A la matrice M (\) n’admet-elle pas d’inverse ?

2. Hors de ces valeurs, calculer l'inverse de M (\).

4 Une matrice unipotente

On considere la matrice

1. Calculer U~ 1.

2. Calculer U2, U3, et plus généralement U™ pour tout n > 1.
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5 (%) Matrice de Vandermonde et racines n®° de ’unité

2im

1. On note j =e€73

. Montrer que 52 =1, et 1 4+ j + 52 = 0.
Indication : Pour la derniére égalité, on pourra utiliser que 2" —1 = (2 — 1)(1 + 2z +...2") (pour

tout n >0 et z € C).

2. Soient a, b, c € C des nombres complexes quelconques, résoudre le systeme linéaire suivant.

r + y + zZ = a
r + jy + %z = b
z + Jy o+ oz o= c

3. En déduire l'inverse de la matrice

1 1 1
A=|1 5 7
12

4. (%) En procédant de maniére similaire, calculer I'inverse de la matrice

—
[
~.
\
—_
-

217

7r . .
n . Calculer 'inverse de la matrice

5. (x**) Soitn>1,etw=e

1 1 1
1 n—1
W= (wu—l)(j—l)) - “ .
1<i,5<n
1 wnl w(nfl)(nfl)

6 Diagonalisations

On considére les matrices suivantes

2 3 1
A= B = C =
-1 0 -2

_ N
ot
| I
SR

1. Calculer A2 —2A4 + 315, B2 — 2B+ 5, et C? + C + L.

2. Pour chacune des matrices A, B et C, déterminer les valeurs propres et les espaces propres associés.
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7 (%) Une matrice non diagonalisable

On consideére la matrice

-10 -3 -12
M = 5) 0 7
6 2 7

1. Déterminer les valeurs propres de M et les espaces propres associés.

2. (xx) La matrice M est-elle diagonalisable ?

8 (%) Vecteur propre

z 1 1 1

Trouver toutes les valeurs possibles de z,y € C tels que la matrice | 1 ¢y 1| admette | 2 | pour
1 1 1 3

vecteur propre.

9 (xx) Théoréme de Cayley-Hamilton pour n = 2

a b
Soit A = € M3 (C) une matrice 2 x 2.

c d

1. Montrer que pour tout z € C, on a

xa(2) = det(zly — A) = 22 — (a + d)z + (ad — bc)

2. Vérifier que x4(A) = A2 — (a + d)A + (ad — be) Iz = 0.

Remarque 9.1. Pour une matrice carrée A € M, (C) de taille n > 1. On définit son polynéme ca-
ractéristique par xa(z) (il s’agit d’un polynéme de degré n). Le théoréme de Cayley Hamilton affirme que

lon a toujours 1’égalité x 4(A) =0 (que nous venons de vérifier pour les matrices de taille 2).
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