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L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé. Il est possible d’admettre le résultat d’une question et l'utiliser
dans la suite. Un baréme est donné a titre indicatif.

Le but de ce probléeme est d’étudier la taille de l’espace des solutions d’une équation différentielle linéaire.
En particulier, on s’attend pour une équation différentielle linéaire homogene d’ordre n a trouver un espace
vectoriel de solutions de dimension n (et dans le cas d’une équation avec second membre, un espace affine).
On s’attend a un résultat similaire pour les systéeme différentiels a n fonction inconnues.

Dans la premiére partie on constate a travers des exemple que ce principe semble fonctionner pourvu que
les coefficients ne s’annulent pas. Quand les coefficients s’annulent, on constate que ce principe peut ne pas
étre vérifier.

Dans les deux parties suivantes, on montre que ce résultat est vrai pour les systeme différentiels et

équations d’ordre n a coefficients constants.

1 Quelques exemples

1.1 Equations homogénes (4 points)

On commence par des exemples d’équations ot tout “marche bien”.
Résoudre les équations diffférentielles suivantes. Dans chacun des cas, on précisera la dimension de I’espace

des solutions et on donnera une base de cet espace.
1.y +2y=0
2.y =Ty +12y =0

3.y +2y +y=0
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1.2 Une équation avec solution unique (4 points)

On considere ’équation différentielle

(Ey) cos(z)y’ — sin(z)y = cos(x)
1. Résoudre I’équation différentielle (E;) sur lintervalle Iy =] — /2, 7/2[. Faire de méme sur 'intervalle
I, =lkm — w/2,kn + 7/2[ pour k € Z.

2. SiyeCH(]—m/2,3m/2[,R) est solution de (FE;), montrer que
y(r/2) =0

3. (x) Montrer que I’équation (E;) admet une unique solution continue sur | —7/2, 37/2[ dont on donnera

la formule.

sin(z)—1
cos(x)

=0.

Indication : On admet que lim,_, /o

1.3 Une équation avec une infinité de solutions (2 points)
On considere désormais ’équation différentielle
(F3) cos(z)y’ + sin(x)y = cos®(z)

1. Résoudre I'équation différentielle (E9) sur 'intervalle Iy, =]km — 7/2, km + /2] pour k € Z.
2. Déterminer ’ensemble des solutions sur R tout entier de ’équation (Es).

On peut étre surpris que les équations (E7) et (Es), en apparence similaires, ont en fait des solutions si

différentes ! Le “probléeme” vient du terme devant le y' qui s’annule.

2 Systemes différentiels homogenes

Le but de cette partie est de montrer le théoréme suivant :

Théoreme 2.1. Soit A € M,,(C) une matrice, alors l’ensemble des solutions du systéme différentiel X' =

AX est un sous-espace vectoriel de C1(R,C") de dimension n.

On commence par quelques exemples numériques
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2.1 Exemples de systémes (4 points)

Résoudre les systemes différentiels suivants. Dans chacun des cas, on précisera la dimension de 1’espace

des solutions et on donnera une base de cet espace.

r = -z + vy
1.
Yy = v -y
) r = 2z + 3y
. y = 3z + 2y

2.2 Preuve du théoréme (5 points)

Dans cette partie, on se donne une matrice A € M,,(C). Et on considere le systéme différentiel homogene
(Ea) X'=AX

1. Montrer que 1’ensemble
Sa={XeC'(R,C"), X' =AX}

des solutions de (E4) est un sous-espace vectoriel de C!(R,C").

C1

2. Pour C =] : | € C" un vecteur colonne. On définit la fonction fo : R — C” pour ¢t € R par

fC(t) — et.AC
(a) Montrer que fc € Sa.
(b) Réciproquement, soit X € S4, on définit Y : R — C™ pour ¢t € R par
Y(t)=e "AX(t)
Montrer que Y’ = 0. En déduire que X = fo avec C = X (0).
(¢) () En déduire que I’application
@ : K" — Sx
Cr— fC

est un isomorphisme. En conclure que dimS4 = n.
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3 Equations homogénes d’ordre 2 (7 points)

Le but de cette partie est de montrer le théoréme suivant :
Théoréme 3.1. Soient A1, Ay € C deux complezes, alors l’ensemble des solutions de l’équation différentielle
v = (M + X))y + (MA2).y=0
est un sous-espace vectoriel de C*(R,C) de dimension 2.

Soient A1, Ay € C deux complexes avec A; # Ay. On pose
0 1
A =
—AA2 AL+ Ao

On considere I’équation différentielle
(B) ¢ =M+ X2)y +(MA2)y =0
et le systeme différentiel
(9) X' =AX
1. Montrer que I’ensemble
F={yeCR,C)y" — (M + )y + (MA)y =0}

est un sous-espace vectoriel de C*(R, C).

2. (a) Montrer que si y est solution de (F) alors X = v est solution de ().

x
(b) Montrer que si X = " | est solution de (5), alors 1 est solution de (E).
X2

(¢) En utilisant le résultat de la partie 2.2, déduire que dim F' = 2.
3. On suppose désormais A\ # Ay
(a) Calculer et factoriser le polynéme caractéristique de A. Donner une matrice P inversible et D
diagonale telle que
A=rprDpp!
On choisira pour P un matrice avec des 1 sur la premiere ligne. Calculer P!,
(b) En déduire que pour tout t € R on a
i 1 AgeMit — ) etet erat _ At

e =
Ay — A1 )\1)\2(e>\1t _ e)\zt) Aget2t — A et
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